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توزیع پواسن در مقابل توزیع نمائی

چولگیوردائینمیانگیتابع تجمیعچگالی یا جرمفراینددنوع فراین
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نمودار توزیع پواسن و توزیع نمائی
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فرایند پواسن

از پراستفاده ها

شمارش رخداد پیشامدهای خاص
که با آهنگ یا سرعت خاصی اتفاق می افتند
اما کاملا تصادفی

پس جهت پیش بینی تعداد رخدادهائی که در آینده رخ خواهند داد
یا پیش بینی احتمال رخداد تعداد مشخصی از پیشامدها در بازه ای ثابت
مثال

تعداد بازدیدکنندگان تارمانة شما در روز
تعداد کلیک تبلیغاتی در ماه بعدی
تعداد تماس های تلفنی دریافتی در زمان حضور درکار
تعداد مرگ و میر ناشی از بیماری کشنده در سال آینده
زلزله
تعداد تصادفات خودرو در مانه یا منطقه ای خاص
محل کاربران در شبکه بی سیم
درخواست دسترسی به مستندات متمایز روی سرور وب
آغاز جنگ ها
فوتون هایی که بر فتودیود فرود می آیند



توزیع دوجمله ای

امتحان های تکراری

𝜃احتمال تمام پیروزی ها برابر با 

مستقل از دیگر آزمایش ها( آزمایش)هر پرتاب 

𝑋~دوجمله ای(𝑥; 𝑛, 𝜃)

0 ≤ 𝜃 ≤ ۱

𝑏 𝑥; 𝑛, 𝜃 =
𝑛
𝑥

𝜃𝑥(۱− 𝜃)𝑛−𝑥 , 𝑥 = 0, ۱, … , 𝑛



ویژگی ها

احتمال تجمیعی

𝐵 𝑥; 𝑛, 𝜃 = σ𝑘=0
𝑥 𝑏 𝑥; 𝑛, 𝜃

𝑏 𝑥; 𝑛, 𝜃 = 𝑏 𝑛 − 𝑥; 𝑛, 1 − 𝜃

𝜇 = 𝑛𝜃

𝜎۲ = 𝑛𝜃(1 − 𝜃)



مثال

.نفر میانگین افرادی هستند که در هر هفته به دانشگاه کمک مالی می کنند۱۷

.  مهم چون افراد مذکور به نهاد مذکور کمک مالی می کنند

.احتمال اینکه هفته بعد دقیقا بیست نفر پست های وی را تایید کنند-سوال

حل
آغاز با تعداد بازدیدها
هر شخص که پست ها را مطالعه می کند دارای احتمال اینکه مطلب را دوست داشته باشد و کمک مالی کند

روش معمول توزیع دوجمله ای

 (پرداخت ها)به دلیل محاسبة احتمال تعداد رخدادهای موفق

متغیر تصادفی دوجمله ای

 تعدادx موفقیت  ازn آزمایش متوالی

 با فرض احتمال موفقیت𝜃در هر آزمایش



-مثال

نفر در هفته ۱۷اما صرفا دارای اطلاع از میانگین پرداخت ها در هفته 
 آهنگrate

 یا امید ریاضیx

 به دیگر سخن بی اطلاعی از احتمال پرداختp و همچنین بی اطلاعی از تعداد ملاقات کنندة روزانهn

تلاش برای یافتن آن ها از دادة قبلی
 هزار نفر۵۹فرضا وجود آمار یک ساله و تعداد کلا مراجعان

۸۸۸نفر پرداخت داشتند.

 پس تعداد مراجعه در هفتهn =
۵۹۰۰۰

۵۲ = ۱۱۳۴

 و تعداد پرداخت در هفتهx =
۸۸۸
۵۲ = ۱۷

 احتمال موفقیت𝜃 =
۸۸۸

۵۹۰۰۰ = درصد۱.۵یا ۰.۰۱۵

𝑏 𝑥; 𝑛, 𝜃 =
𝑛
𝑥

𝜃𝑥(۱ − 𝜃)𝑛−𝑥

=
۱۱۳۴
۲۰ ۰. ۰۱۵۲۰(۱ − ۰. ۰۱۵)۱۱۳۴−۲۰= ۰. ۰۶۹۶۲



-مثال

 احتمال دوجمله ای برایxهای متفاوت 

𝑥 𝑏(𝑋 = 𝑥)

۱۰ ۰. ۰۲۲۵۰

۱۷ ۰. ۰۹۷۰۱

۲۰ ۰. ۰۶۹۶۲

۳۰ ۰. ۰۰۱۲۱

۴۰ < ۰. ۰۰۰۰۰۱



ادامه-مثال

 ۱۷پرداخت در هفتهتعداد

 روز تعداد پرداخت در
۱۷
۷ = ۲.۴

 ساعت تعداد پرداخت در
۱۷

۷×۲۴ = ۰.۱

پرداخت بر ساعت۰.۱استفاده از توزیع دوجمله ای برای احتمال ساعتی 
به معنای پرداخت صفر در بیشتر ساعت ها
ولی بعضی ساعت ها دقیقا یک پرداخت

 اما در عمل امکان پرداخت بیش از یک در بعضی از ساعات

⟸ دوجمله ایتوزیع ایرادهای

عدم امکان رخداد بیشتر از یک پیشامد در واحد زمان

یا یک یا هیچ پیشامد در هر واحد زمان



ادامه-مثال

حل؟ تقسیم یک ساعت به شصت دقیقه و کوچکتر کردن واحدهای زمانی .
یک ساعت امکان داشتن بیشتر از یک پیشامد

اما دقیقه هنوز دارای دقیقا یک یا هیچ پیشامد

 به نظر حل مسئله

ولی اگر به دنبال چند پرداخت در دقیقه،  جوابگو نیست

تقسیم به ثانیه

روز از نو روزی از نو

مسئلة دودوئی بودن متغیر تصادفی دوجمله ای



ادامه-مثال

پس با تقسیم بندی کوچکتر، داشتن چند پیشامد در واحد اصلی زمان
𝑛 → ∞

با فرض ثابت بودن سرعت و میزان
𝜃 → 0

 وگرنه𝑛𝜃مقدار بی نهایت خواهد گرفت

 استفاده از حد
واحد های زمانی بی نهایت کوچک

عدم نیاز توجه به رخداد تک پیشامد در واحد زمانی

نحوة عملکرد توزیع پواسنی



ادامه-مثال

عدم امکان استفاده از دوجمله ای برای محاسبة احتمال موفقیت با بکارگیری سرعت و میزان
 بلکه نیاز به اطلاعات بیشترn و𝜃

توزیع پواسن
 عدم نیاز به دانستنn یا𝜃

 با فرض بی نهایت بزرگیn و𝜃بی نهایت کوچک
 پس تنها ضریب و عامل موردنیاز𝜆 امید ریاضیx

 معمول تر از دانستن ۴تا ۲در زندگی واقع دانستن تعداد سه تماس تلفنی در ساعتn و𝜃



تحویل دوجمله ای به پواسن

𝑃 𝑋 = 𝑥 = حـــد
𝑛→∞

𝑏 𝑥; 𝑛, 𝜃
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واسنقضیة تحویل توزیع دوجمله ای به توزیع پ

𝑋~دوجمله ای(𝑥; 𝑛,𝜃)

𝜆 > حـــدمقداری ثابت و 0
𝑛→∞

𝑛𝜃 = 𝜆

آن گاه
 با𝑛 → 𝑥به احتمال جرم پواسن همگرا می شود پس برای Xاحتمال جرم ∞ ∈ {0,۱,۲, … }

حـــد
𝑛→∞

𝑋 =
𝑒−𝜆𝜆𝑥

𝑥!



توزیع پواسن

,0,۱,۲پیشامدی  .تعداد میانگین پیشامدها در بازه آهنگ یا میزان پیشامد است𝜆. بار در بازه ای رخ می دهد…

پیشامد در بازه برابر است با xاحتمال مشاهدة 

𝑝 𝑥; 𝜆 =
𝑒−𝜆𝜆𝑥

𝑥!
, 𝑥 = 0, ۱, ۲, …

به طوری که
𝜆

𝑒 ۲.۷۱۸۲۸و پایه لگاریتم طبیعی و برابر ( نپر)عدد اویلر…
𝑥 0,۱,۲مقادیر, …

𝑥! = 𝑥 × 𝑥 − ۱ × (𝑥 − ۲) × ⋯× ۲ × ۱



-مثال

 احتمال دوجمله ای برایxهای متفاوت 

𝑥 𝑏(𝑋 = 𝑥) 𝑃𝑜𝑠𝑠𝑖𝑜𝑛(𝑋 = 𝑥; 𝜆 = ۱۷)

۱۰ ۰. ۰۲۲۵۰ ۰. ۰۲۳۰۰

۱۷ ۰. ۰۹۷۰۱ ۰. ۰۹۶۲۸

۲۰ ۰. ۰۶۹۶۲ ۰. ۰۷۵۹۵

۳۰ ۰. ۰۰۱۲۱ ۰. ۰۰۳۴۰

۴۰ < ۰. ۰۰۰۰۰۱ < ۰. ۰۰۰۰۰۱



چند ویژگی

توزیع پواسن مورد استفاده برای مدل سازی پیشامدهای نادر
 اما𝜆می تواند هر عددی را اختیار کند

عدم نیاز به کوچک بودن مقدار

توزیعی نامتقارن
همیشه چولگی به سمت راست

محدود به رخداد صفر از سمت چپ

پرداخت منفی یکبار وجود ندارد

بدون محدودیت در سوی دیگر

𝜆بزرگتر،  نمودار شبیه تر به توزیع نرمال
https://en.wikipedia.org/wiki/Poisson_distribution

https://en.wikipedia.org/wiki/Poisson_distribution


ادامه-چند ویژگی

ثابت بودن سرعت میانگین در واحد زمان
فرضا بازدید ساعتی در طول روز بیشتر در طول شب کمتر

بهتر است تغییر به سرعت ماهانه تخمین بهتر
تاثیر فصلی نامهم

استقلال رخدادها
لزوما بازدید امری مستقل نیست

مراجعه به خاطر تبلیغ تاثیرگذاران
یا در مجله ای اینترنتی در صفحه اول قرار گرفته است
 تعداد زلزله سالانه کشور ممکن است توزیع پواسن نباشد چرا که زلزله بزرگی موجب پس لرزه های بیشتر

رابطة بین توزیع نمائی و پواسن
 پیشامدی در واحد زمان از توزیع پواسنتعداددر صورتی که تبعیت

 بین پیشامدها از توزیع نمائیزمانتبعیت
 با وجود گسسته بودن توزیع پواسن  و پیوسته بودن توزیع نمائی

ارتباط سخت تنگاتنگ این دو توزیع



توزیع نمائی

دلیل استفاده از توزیع مذکور
پیش بینی مقدار زمان انتظار تا پیشامد بعدی

مثلا پیروزی، شکست، دریافت

مقداری از زمان تا مشتری جستجو را تمام کند و خرید واقعی محصولی را در فروشگاه به انجام رساند
پیروزی

 خراب شدن سخت افزار روی رایانهمقداری از زمان تا
شکست

مقدار زمان انتظار تا رسیدن اتوبوس
ورود



توزیع نمائی

𝑋~𝑒𝜆

𝜆بازه زمانی نیست
بلکه آهنگ و سرعت یا میزان رخداد پیشامد است

شبیه پارامتر توزیع پواسنی

 نفر در هفته۵آهنگ بازدیدکنندگان بلاگ و صفحه درس!

تعداد مشتریان که در ساعت به فروشگاه مراجعه می کنند

تعداد زلزله ها در سال

تعداد خودرو تصادفی در هفته

تعداد موهای یافت شده در کتلت مهدی
لایدهاص ها در اتتعداد غل

همگی آهنگ در واحد زمان
پس دقیقا همانند توزیع پواسن



توزیع نمائی

اما جهت مدل کردن زمان اتلافی بین وقایع
بدنبال صحبت از زمان تا سرعت
 سال۱۰تعداد سال های کار کامپیوتر بدون خرابی

 خرابی در سال۰.۱به جای گفتن

 دقیقه۱۰مراجعة هر مشتری در هر
زلزله های شدید هر پنج سال یکبار

اصطلاح میانگین توزیع نمائی 
۱
𝜆

معنائی است که در مثا ل های اخیر مستفاد شد
 (  سرعت زوال)پارامتر زوال

بیان بر پایة زمان
هر ده دقیقه، هر هفت سال
معکوس آهنگ پواسن

 سه مشتری در ساعت، به معنای یک مشتری در هر
۱
ساعت۳



توزیع نمائی

𝑋~𝑒۰.۲۵
 در واحد زمان۰.۲۵آهنگ پواسن برابر

دقیقه، ساعت، سال

 زمان  تا رخ دادن آن۰.۲۵وقوع پیشامد با میانگین
تبدیل به زمان

چهار ساعت تا زمان رخداد



تابع چگالی-توزیع نمائی

تعریف توزیع نمائی
 در فرایند پواسنی( وقایع)توزیع احتمالی زمانی بین پیشامد ها
زمان لازم تا پیشامد رخ دهد

در بازة انتظار هیچ پیشامدی اتفاق نیفتاده است

به دیگر سخن

𝑝 𝑥; 𝜆 =
𝑒−𝜆𝜆𝑥

𝑥!

𝑥 = 0 ⟹ 𝑝 0; 𝜆 =
𝑒−𝜆𝜆0

0!
= 𝑒−𝜆



تابع چگالی-توزیع نمائی

 باید در نظر داشت که تابع پواسن بازه زمانی که پیشامد پواسنیX=x رخ می دهدیک واحد زمانی در
 در صورتی که به دنبال توزیع احتمال رخ ندادنی پیشامدی در بازه زمانیt و نه یک

𝑝(~𝑡)

 برابر است با ضرب اتفاق نیفتادن در بازه زمانی نخست در اتفاق نیفتادن در بازه زمانی دوم تا اتفاق نیفتادن در بازه زمانیt-اُم

𝑝 ~𝑡 = 𝑒−𝜆 × 𝑒−𝜆 ×⋯× 𝑒−𝜆 = 𝑒−𝜆𝑡

وقوع پیشامدها مستقل از یکدیگر⟸فرض توزیع پواسنی
 بنابراین محاسبة احتمال صفر پیروزی درtزمان با ضرب تک تک آن ها

𝑝 𝑇 > 𝑡 = 𝑝 𝑋 = در𝑡زمان0 = 𝑒−𝜆𝑡

𝑇که بدنبال بررسی آن هستیم
متغیرتصادفی زمان انتظار تا اولین پیشامد

𝑋تعداد پیشامدهای در آینده که از فاصلة پواسنی تبعیت می کند
𝑝 𝑇 > 𝑡

 احتمال زمان انتظار تا اولین پیشامد بزرگتر ازtواحد زمانی

𝑝 𝑋 = در𝑡زمان0

 احتمال صفر پیروزی درtواحد زمانی



تابع چگالی-توزیع نمائی

 تابع چگالی
مشتق تابع تجمیعی

𝑃 𝑇 > 𝑡تابع تجمیعی و موجب داشتن مقدار
۱ − 𝑃 𝑇 > 𝑡

 مشتق گیری از

𝑃 𝑇 ≤ 𝑡 = ۱ − 𝑃 𝑇 > 𝑡 = ۱ − 𝑒−𝜆𝑡

منجر به

𝑝 𝑡 = 𝜆𝑒−𝜆𝑡



-توزیع نمائی

در نتیجه تابع چگالی توزیع نمائی

𝑓 𝑥 = ቊ
𝜆𝑒−𝜆𝑥 , 𝑥 ≥ 0
0, 𝑥 < 0

نمائیتوزیع تجمیع نتیجه تابع 

𝐹 𝑥 = ቊ
۱ − 𝑒−𝜆𝑥, 𝑥 ≥ 0
0, 𝑥 < 0



میانگین و وردائی-توزیع نمائی

میانگین

𝐸 𝑋 =
۱
𝜆

وردائی

𝑉𝑎𝑟 𝑥 =
۱

𝜆۲



خاصیت بی حافظگی

𝑃 𝑋 > 𝑠 + 𝑡 𝑋 > 𝑡 = 𝑃 𝑋 > 𝑠 , ∀𝑠, 𝑡 ≥ 0

[؟]اثبات

بدردبخور
خرید دستگاهی الکتریکی در ده سال پیش

 دقیقا برابر با احتمال خرید دستگاهی جدید در سه سال دیگر کار کند( سال۱۳یعنی در کل ) احتمال انکه سه سال دیگر کار کند
𝑃 𝑋 > ۱۳ 𝑋 > ۱۰ = 𝑃 𝑋 > ۳

منطقی؟
پس برای چه کاربرد دارد؟

تصادف خودرو

شانس تصادفی خودروی شما با تصادفی که دیروز داشتید کاهش یا افزایش نمی یابد  .



مثال

𝜆پس  . میانگین زمان گذراندن در بانک ده دقیقه است =
۱
۱۰

دقیقه۱۵احتمال گذراندن بیشتر از -سوال

𝑃 𝑋 > ۱۵ = 𝑒−۱۵𝜆 = 𝑒
−

۳
۲ ≈ ۰. ۲۳۳

است؟دقیقه با دانستن اینکه وی تاکنون بیشتر از ده دقیقه در بانک مانده۱۵احتمال گذراندن بیشتر از -سوال

𝑃 𝑋 > ۵ = 𝑒−۵𝜆 = 𝑒
−

۱
۲ ≈ ۰.۶۰۷



مثال

اداره پست با دو کارمند
ری کار وی به محض پایان یافتن کار یکی از دو مشت. مشتری سومی وارد می شود. هر کدام مشغول خدمت دهی به مشتری های متفاوت

فعلی

 زمان خدمت دهی به مشتری دارای توزیع نمایی با میانگین
۱
𝜆

احتمال اینکه مشتری سوم از بین سه مشتری آخرینی باشد که اداره را ترک می کند؟-سوال
۱/۲



توزیع برنولی

۱و 𝜃آزمایش دارای دو برآمد پیروزی و شکست، و احتمال متناظر  − 𝜃

𝑋 ~ (𝜃)برنولی

0 ≤ 𝜃 ≤ 1

1=شیر

0=خط

𝑓 𝑥; 𝜃 = 𝜃𝑥(۱− 𝜃)۱−𝑥 , 𝑥 = 0, ۱



توزیع برنولی

𝑋 ~ (𝜃)برنولی

0 ≤ 𝜃 ≤ 1

1=شیر

0=خط
𝐸 𝑋 = 𝜃

𝑉𝑎𝑟 𝑋 = 𝜃(۱− 𝜃)



تقریب

lim
ℎ→0

𝑓(ℎ)

ℎ
= 0

𝑜(ℎ)از مرتبة (.)𝑓تابع 

𝑓تابع  𝑥 = 𝑥۲

lim
ℎ→0

𝑓(ℎ)

ℎ
= lim

ℎ→0

ℎ۲

ℎ
= lim

ℎ→0
ℎ = 0

𝑃(𝑡 < 𝑋 < 𝑡 + ℎ) ≈ 𝑓 𝑡 ℎ
𝑃(𝑡 < 𝑋 < 𝑡 + ℎ|𝑋 > 𝑡) ≈ 𝜆 𝑡 ℎ
𝑃 𝑡 < 𝑋 < 𝑡 + ℎ = 𝑓 𝑡 ℎ + 𝑜(ℎ)

𝑃 𝑡 < 𝑋 < 𝑡 + ℎ 𝑋 > 𝑡 = 𝜆 𝑡 ℎ + 𝑜(ℎ)



فرایند پواسن

دربرگیرندة هر دو مفهوم استقلال و توزیع پواسنی( شمارشی)فرایند تصادفی 

𝜆فرایند پواسن با آهنگ یا سرعت -تعریف > 𝑋(𝑡),𝑡}فرایندی تصادفی و مقدار صحیح  0 ≥ که{0
۱-𝑋(0) = 0

۲- برای هر زمان𝑡0 = 0 < 𝑡۱ < 𝑡۲ < ⋯ < 𝑡𝑛 های فرایندافزایش
𝑋 𝑡۱ − 𝑋 𝑡0 , 𝑋 𝑡۲ − 𝑋 𝑡۱ , … , 𝑋 𝑡𝑛 − 𝑋 𝑡𝑛−۱

متغیرهای تصادفی مستقل هستند

۳- مقادیرs ≥ ℎو0 > X، متغیر تصادفی 0 s + ℎ − X(s)دارای توزیع پواسنی زیر است

P X s + ℎ − X s = 𝑥 =
(𝜆ℎ)𝑥𝑒−𝜆ℎ

𝑥!

𝐸و میانگین  𝑋(ℎ) = 𝜆ℎ و وردائی برابر𝑉𝑎𝑟 𝑋(ℎ) = 𝜆ℎ



فرایند پواسن

دربرگیرندة هر دو مفهوم استقلال و توزیع پواسنی( شمارشی)فرایند تصادفی 

𝜆فرایند پواسن با آهنگ یا سرعت -تعریف > 𝑋(𝑡),𝑡}فرایندی تصادفی و مقدار صحیح  0 ≥ که{0
۱-𝑋(0) = 0

۲- برای هر زمان𝑡0 = 0 < 𝑡۱ < 𝑡۲ < ⋯ < 𝑡𝑛 های فرایندافزایش
𝑋 𝑡۱ − 𝑋 𝑡0 , 𝑋 𝑡۲ − 𝑋 𝑡۱ , … , 𝑋 𝑡𝑛 − 𝑋 𝑡𝑛−۱

متغیرهای تصادفی مستقل هستند

۳- مقادیرs ≥ ℎو0 > X، متغیر تصادفی 0 s + ℎ − X(s)دارای توزیع پواسنی زیر است
P X s + ℎ − X s = ۱ = 𝜆ℎ + 𝑜(ℎ)

P X s + ℎ − X s ≥ ۲ = 𝑜(ℎ)



فرایند پواسن
𝑇۱نشان دهنده زمان اولین پیشامد فرایندی پواسنی
{𝑋(𝑡),𝑡 ≥ 0}

𝑇۱ = min{𝑡 ≥ 0: 𝑋 𝑡 = 1}

𝑃0 𝑡 = 𝑃 𝑋 𝑡 = 0

𝑃0 𝑡 + ℎ = 𝑃 𝑋 𝑡 + ℎ = 0
= 𝑃 𝑋 𝑡 = 0, 𝑋 𝑡 + ℎ − 𝑋 𝑡 = 0
= 𝑃 𝑋 𝑡 = 0}𝑃{𝑋 𝑡 + ℎ − 𝑋 𝑡 = 0
= 𝑃0 𝑡 {1 − 𝜆ℎ + 𝑜 ℎ }

⟹ 𝑃0 𝑡 + ℎ − 𝑃0 𝑡 = −𝜆ℎ𝑃0 𝑡 + 𝑜(ℎ)

ℎو سپس ℎتقسیم بر  → 0
𝑃′0 𝑡 = −𝜆𝑃0 𝑡

𝑃′0 𝑡

𝑃0 𝑡
= −𝜆

انتگرال
log 𝑃0 𝑡 = −𝜆𝑡 + 𝐶

یا
𝑃0 𝑡 = 𝐾𝑒−𝜆𝑡

𝑃0یا  0 = 𝐾پس  ۱ = ۱

𝑃 𝑇۱ > 𝑡 = 𝑃 𝑋 𝑡 = 0 = 𝑒−𝜆𝑡



فرایند پواسن

𝑋قضیه   𝑡 ,𝑡 ≥ 𝜆𝑡متغیر تصادفی پواسن با آهنگ X(t)و 𝜆فرایند پواسن با آهنگ 0

𝑃 𝑋(𝑡) = 𝑥 =
𝑒−𝜆𝑡 𝜆𝑡 𝑥

𝑥!



اثبات-فرایند پواسن 

𝑃 𝑋(𝑡) = 𝑥 = න

0

𝑡

𝑃 𝑋 𝑡 = 𝑥 𝑆𝑥 = 𝑠 𝜆𝑒−𝜆𝑠
𝜆𝑠 𝑥−1

(𝑥 − 1)!
𝑑𝑠

 هنگام𝑠 > 𝑡

𝑃 𝑋 𝑡 = 𝑥 𝑆𝑥 = 𝑠 = 0
 0هنگام < 𝑠 < 𝑡

𝑃 𝑋 𝑡 = 𝑥 𝑆𝑥 = 𝑠 = 𝑃 𝑇𝑥+۱ > 𝑡 − 𝑠 𝑇۱ + 𝑇۲ +⋯+ 𝑇𝑥 = 𝑠

= 𝑃 𝑇𝑥+۱ > 𝑡 − 𝑠 = 𝑒−𝜆(𝑡−𝑠)

𝑃 𝑋(𝑡) = 𝑥 = න

0

𝑡

𝑒−𝜆(𝑡−𝑠)𝜆𝑒−𝜆𝑠
𝜆𝑠 𝑥−1

(𝑥 − 1)!
𝑑𝑠 = 𝑒−𝜆𝑡𝜆𝑥න

0

𝑡
𝑠𝑥−1

(𝑥 − 1)!
𝑑𝑠

=
𝑒−𝜆𝑡 𝜆𝑡 𝑥

𝑥!



کاربردها

انتظارمدل سازی زمان 

(شکست)مدل سازی اطمینان پذیری 

مدل سازی زمان خدمت

چه زمان هایی توزیع نمایی کاربرد ندارد
تغییر آهنگ شکست در طول زمان

مدل سازی



-مثال

𝜆خرابی کابل زیردریا فرایندی پواسن با  = . در هر کیلومتر است۰.۱
احتمال عدم خرابی در دو کیلومتر اولیه-الف
در کیلومتر دو تا سهعدم خرابی عدم خرابی در دو کیلومتر اولیه، مطلوب است احتمال -ب

الف-𝑋(۲) ۰.۱توریع پواسن با ضریب × ۲ = Pپس . ۰.۲ 𝑋 ۲ = 0 = 𝑒−۰.۲ = ۰.۸۱۸۷
استفاده از استقلال -ب𝑋 ۳ − 𝑋 𝑋و ۲ ۲ − 𝑋 0 = 𝑋 احتمال شرطی برابر احتمال غیرشرطی۲



مثال فرایند پواسن مکانی

𝜆خرابی کابل زیردریا فرایندی پواسن با  = . در هر کیلومتر است۰.۱
احتمال عدم خرابی در دو کیلومتر اولیه-الف
در کیلومتر دو تا سهعدم خرابی عدم خرابی در دو کیلومتر اولیه، مطلوب است احتمال -ب

الف-𝑋(۲) ۰.۱توریع پواسن با ضریب × ۲ = Pپس . ۰.۲ 𝑋 ۲ = 0 = 𝑒−۰.۲ = ۰.۸۱۸۷
استفاده از استقلال -ب𝑋 ۳ − 𝑋 𝑋و ۲ ۲ − 𝑋 0 = 𝑋 احتمال شرطی برابر احتمال غیرشرطی۲

𝑃{𝑋 ۳ − 𝑋 ۲ = 0} = 𝑃{𝑋 ۱ = 0} = 𝑒−۰.۱ = ۰. ۹۰۴۸



فرایند پواسن مکانی

جانشینی فضا به جای زمان
خرابی در طول کابل

ستاره در فضا-سه بعدی



-مثال

𝜆مراجعة مشتری به فروشگاه فرایندی پواسن با  = . صبح۹شروع کار مغازه راس . در هر ساعت است۴
 صبح۱۱:۳۰و پنج نفر تا ۹:۳۰احتمال مراجعة دقیقا یک مشتری تا

الف-P 𝑋
۱
۲ = ۱,𝑋

۵
۲ = ۵

 استفاده از استقلال𝑋
۵
۲ − 𝑋

۱
𝑋و ۲

۱
جهت تدوین مسئله ۲

P 𝑋
۱
۲

= ۱, 𝑋
۵
۲

= ۵ = P 𝑋
۱
۲

= ۱, 𝑋
۵
۲

− 𝑋
۱
۲

= ۴

=
𝑒
−۴ ۱

۲ ۴
۱
۲

۱!
𝑒−۴ ۲ ۴ ۲

۴

۴!

= ۲𝑒−۲ ۵۱۲
۳
𝑒−۸ = ۰. ۰۱۵۴۹۶۵



سخن کوتاه

Λبا میانگین Xمتغیر تصادفی پواسن 
مقادیر آن صرفا عدد صحیح نامنفی

𝑃 𝑋 = 𝑥 =
𝑒−ΛΛ𝑥

𝑥!

𝐸 𝑋 = 𝑉𝑎𝑟 𝑋 = Λ

𝜆تابع آهنگ با Xمتغیر تصادفی پواسن 
X فرایندی شمارشی استX(0)=0 و𝑡 > .غیرکاهشی است و صرفا مقادیر عدد صحیح نامنفی استX(t)آن گاه 0

X دارای افزایش های مستقل است، هر مجموعه افزایش های𝑋(𝑡𝑗 + ℎ𝑗) − 𝑋(𝑡𝑗) برای𝑗 = ۱,۲, … ,𝑛مستقل است

 برای همة𝑡 ≥ ℎو 0 > 𝑋(𝑡، افزایش 0 + ℎ) − 𝑋(ℎ) متغیر تصادفی پواسن با میانگینΛ = 𝑡׬
𝑡+ℎ

𝜆 𝑧 𝑑𝑧است.

0׬
𝑡
𝜆 𝑧 𝑑𝑧 تابع مقدار میانگین خوانده می شود و𝐸 𝑋 = 0׬

𝑡
𝜆 𝑧 𝑑𝑧

 اگر تابع آهنگ𝜆 ثابت باشد، آن گاهX«خوانده می شود« فرایند پواسن همگن



نیتعاریف متفاوت فرایندهای پواس-سخن کوتاه

(استقلال بازه ها)احتمال پیشامد متناسب با عرض بازه ها -۱
 مدل فیزیکی

N(t)یا X(t)پواسنی است [𝑡,0)احتمال توزیع پیشامدها بین -۲
تعداد پیشامدها در بازه های زمانی داده شده-محور-پیشامد
امکان به تحلیل و شبیه سازی
استفاده هنگام نیاز به اطلاعات تعداد پیشامدها در زمان داده شده

T(n)توزیع احتمال زمان های بین دریافت ها نمائی است-۳
زمان های رخداد پیشامدها-محور-زمان
امکان تحلیل و شبیه سازی

استفاده هنگام نیاز به اطلاعات زمان های پیشامد

یتحریر محل نزاع فرایند پواسن
𝐍 𝐭 ≥ 𝒏 = {𝑻 𝒏 ≤ 𝒕}



نیتعاریف متفاوت فرایندهای پواس-سخن کوتاه

عصر۶:۱۰تا ۶شمارش تعداد بازدیدهای تارمانه از -مثال

(استقلال بازه ها)احتمال پیشامد متناسب با عرض بازه ها -۱
 مدل فیزیکی

 فرایند پواسنی؟ احتمال بازدید متناسب با طول بازة زمانی
بازدیدهای مستقل در بازه های زمانی مجزا

مدل چون فرایند پواسن با آهنگ تعداد بازدید بر ثانیه

پواسنی است[𝑡,0)احتمال توزیع پیشامدها بین -۲
 بازدید در(𝑠,𝑠 + 𝑡] پواسن با پارامتر𝜆𝑡

 احتمال دقیقا پنج بازدید در یک ثانیه𝑃 𝑁 1 = ۵ =
𝑒−𝜆𝜆۵

۵!
 تعداد موردانتظار بازدید در ده دقیقه𝐸 𝑁 ۶۰۰ = ۶۰۰𝜆

N دقیقه ۱۰بازدید درመ𝜆 =
𝑁

۶۰۰

توزیع احتمال زمان های بین دریافت ها نمائی است-۳
 زمان های بین بازدید مستقل یکسان𝑇𝑖~𝑒

𝜆

 زمان مورد انتظار بین بازدیدهاE 𝑇𝑖 =
۱
𝜆

 زمان مورد انتظار بازدیدn :σ𝑖=۱
𝑛 E 𝑇𝑖 =

𝑛

𝜆



فرایند پواسن و فرایند شمارشی

فرایند پواسن
 فرایندی تصادفی که متغیر تصادفیX(t)دارای مقادیر نمونه برداری ناپیوسته، افزایش ایستای مستقل، و دارای توزیع پواسن

فرایند شمارشی
 فرایندی تصادفی که متغیر تصادفیX(t) دلخواهدارای مقادیر نمونه برداری ناپیوسته، افزایش ایستای مستقل، و دارای توزیع
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